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1 導入

X ∼ p(X) : Rk上の滑らかな密度

and if

d(X,Y ) = ∥ X − Y ∥r, r > 0

レートひずみ関数:

R(D)
def
= inf

E[d(X,Y )]≤D
I(X ;Y )

D → 0としたとき漸近的に

R(D) ∼ r

k
log

1

D
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2 準備

定義 (自己相似変換): 線形変換 W : Rk → Rkは
W (x) = αOx + β, と表せるとき自己相似であるという。た
だし、
α ∈ (0, 1), O：直交変換、 β ∈ Rk.

定義 (自己相似集合) WiS が互いに素であるような自己相似
変換 Wi, i = 1, . . . ,m が存在して

S =
m∪
i=1

WiS ,

と書けるときSを自己相似集合とよび、mを自己相似の次数
とよぶ（一意とは限らない。）

例 (α-カントル集合): S ⊂ [0, 1] は一点を含み、0 < ∀α <

1/2,に対して、

S = αS ∪ {αS + (1− α)} ,

を満たすときα-カントル集合という。
α-カントル集合は、自己相似集合であり、自己相似変換

W1(x) = αx および W2(x) = αx + (1− α)をもつ（従って次
数mは 2）。α = 1

3のとき、通常のカントル集合になる。
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Hausdorff-Besicovitch次元:

自己相似集合SのHausdorff-Besicovitch 次元は

f (d)
def
=

m∑
i=1

αd
i = 1 (1)

を満たす唯一の正根d∗である。

例えば、α-カントル集合については、d∗ = log 1
α
(2).
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SのHausdorff-Besicovitch 次元は

= inf{s : supδ>0inf{Ui}{
∑
i
∥ Ui ∥s: S ⊂ ∪

i
Ui,∀i, ∥ Ui ∥< δ} < ∞},

で定義される。ただし∥ ∥ は集合の直径.

∥ S ∥< ∞, ならば、
半径 δ の球 約 δ−dim(S) 個でSを覆うことができる。
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写像 b : S → M∞ を

b(x)
def
= {b∞1 ∈ M∞ : ∀n ≥ 0, x ∈ Wb1Wb2 . . .WbnS}

で定める。S上の確率測度 µに対しM∞上の確率測度 µ∗を

µ∗(D) = µ(b−1(D)

で定義する。

µ∗ が定常なとき、µ は 定常∗という。同様に、µ∗がエル
ゴート的なとき、µは エルゴート的∗であるという。

特に、M上の確率分布piによってµ∗(b1, b2, . . .) = pb1pb2pb3 . . .

と書けるとき、測度µは自己相似であるという。いいかえる
と、A ∈ Rkにたいし、

µ(A ∩ S) =
m∑
i=1

piµ((W
−1
i A) ∩ S),

のとき自己相似という。
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例 Sを α-カントル集合とする。上の式でp1 = p2 =
1
2であ

るとき　µ を S 上の α-カントル測度という。特に α = 1
3カ

ントル測度を単にカントル測度という。
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ひずみ測度に対する要請

• 同次性　
d(Wix,Wiy) = αr

id(x, y) for i = 1, . . . , m.

• 三角不等式
for all x, y, z

|d(x, z)1/r − d(x, y)1/r| ≤ d(y, z)1/r . (2)

• 有限性
Dr(1)

def
= miny E[d(X, y)] ≤ ∞,

特に、d(x, y)
def
= ∥ x− y ∥rは上の三条件を満足する。た

だし、∥ ∥はユークリッド距離を表す。
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相互情報量の定義
アルファベット A　上の　 i.i.d.情報源　を考え、その確

率測度を　µとする。　また　A に対するボレル集合を　
A　とかく。再生アルファベットをBそのボレル集合をBを
かく。

• ν(·, ·) : A× B → R+ AからBへの通信路確率測度

• µν : AB → R+ A×B 上の同時確率測度。

• ν : B → R+　 µν の B の上での周辺分布。

• µ⊗ ν : AB → R+ µ およびνの積測度

I(µ, ν)
def
= sup

∑
i,j
µν(Gi ×Hj) log

µν(Gi ×Hj)

(µ⊗ ν)(Gi ×Hj)
,

但し、supは　A×BのあらゆるメッシュA×B =
⊎
i,j(Gi×Hj)

についてとる。
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レートひずみ関数: ひずみ測度d(·, ·) : A × B → R+ に関
するR(D):

R(D) = inf
ν:E[d(X,Y )]≤D

I(µ, ν) ,

ただし、X,Y は 同時分布µνに従う確率変数。
R(D)は確率分布µに従う離散時間無記憶情報源を平均ひず
みD 以下で復元する際に必要となる、一シンボル当たりの
最小ビット数である。(T.Berger “Rate Distortion Theory”).
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ひずみが小さいときのR(D) の漸近的性質を調べる。
定義 (ρ(µ)): µ はµ∗ が定常かつエルゴート的な確率分布で
あるとする。

ρ(µ)
def
=

H∞(µ∗)

Eµ∗[− logαb1]
(3)

ただし、Eµ∗[− logαb1] = −∑m
i=1 µ(Si) logαi and

H∞(µ∗)
def
= lim

n→∞−1

n

m∑
b1=1

. . .
m∑

bn=1
µ∗(b1, . . . , bn) log µ

∗(b1, . . . , bn) ,

は定常エルゴート的確率過程µ∗のエントロピーレートであ
る。

主定理:

S が “カントル的” ならば S上の定常 ∗かつエルゴート的 ∗

な確率測度µに対して、

lim
D→0

−rR(D)

logD

 = ρ(µ) .

が成り立つ。
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3 離散測度による近似

自己相似集合S上の確率変数X ∼ µ に対して、x ∈ Sに対
応する無限列 b(x) = {b1, . . . , bj, . . .} ∈ M∞ に対して

nδ(x)
def
= inf{n :

n∏
j=1

αbj ≤ δ} . (4)

により定義されるnδ(x)は確率過程µ∗に関する Stoping time

である。いい換えると、{b : ∃x, b = (b1, . . . , bnδ(x))} はm進
完全語頭集合をなす。つまり、m進完全木とみなせる。これ
をTδとかく。
Sの次の意味での中心
x̂

def
= argminx̂∈Rk maxx∈S d(x, x̂)

を考える。
これを用いて、S の量子化スキームQδ を任意のx ∈ S に対
して、
Qδ(x) = xδ

def
= Wb1Wb2 . . .Wbnδ(x)

(x̂)

と定義する。このとき、

d(x, xδ) ≤ (
nδ(x)∏
j=1

αr
bj
) sup
z∈S

d(z, x̂) ≤ δrD∗
r(1) . (5)

ただし、D∗
r(1) = maxx∈S d(x, x̂)であったことに注意。Xδ =

Qδ(X) の確率分布を µδと書き、同じひずみ測度に対して、
Rδ(D) をそのレートひずみ関数と定義する。
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Λδ を 量子化関数Qδ : S → Rk の値域とする。

定理 1

Rδ((D
1/r + δD∗

r(1)
1/r)r) ≤ R(D) ≤ Rδ((D

1/r − δD∗
r(1)

1/r)r) ,

ただし、D < 0に対しては Rδ(D)
def
= ∞。

13



証明:

R(D)
(A)
= inf

X → Y

E[d(X,Y )] ≤ D

I(X ;Y )

(B)

≤ inf
X → Xδ → Y

E[d(X,Y )] ≤ D

I(X ;Y )

(C)

≤ inf
X → Xδ → Y

E[d(Xδ, Y )] ≤ (D1/r − δD∗
r(1)

1/r)r

I(Xδ;Y )

(D)
= Rδ((D

1/r − δD∗
r(1)

1/r)r)

,

2
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µ が離散確率分布なら、R(D)に対する双対表現が既知 (e.g.

T.Berger, “Rate Distortion Theory”)。離散確率分布を pi、出
力アルファベットとのひずみをdijとかく、このとき、

R(D) = sup
s ≤ 0, λs,i ≥ 0,

maxj
∑
i λs,ipie

sdij ≤ 1

{sD +
∑
i
pi log λs,i}. (6)

が成り立つ。

定義: 自己相似集合Sが “カントル的”であるとは、十分大
きなK にたいして、

C(K)
def
= sup

δ>0
sup
y∈Rk

∑
xδ∈Λδ

e−Kδ−rd(xδ,y) < ∞ . (7)

が成り立つときをいう。
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補題 1 もし、

inf
δ>0

min
i̸=j

 min
x,x′:Wi(x)∈Λδ, Wj(x′)∈Λδ

d(Wi(x),Wj(x
′))1/r

 = ϵ > 0 ,

(8)

なら、S は“カントル的”である。

特に、a∗ < ϵ
2 および、任意のK > d∗

r(a∗)rにたいして、

C(K) ≤ 1 +
(mini αi)

−d∗e−K(a∗)r

1− ϕ(rK(a∗)r−d∗)
, (9)

が成り立つ。ただし、d∗ はSの Hausdorff-Besicovitch 次元
であり、ϕ はϕ2a∗

ϵ < 1であるような数である。
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定理 2 自己相似集合Sに関し、Xδ = Qδ(X)と定義すると、
以下が成り立つ。

(a). S上の任意の確率測度µに対して、

R(D∗
r(1)δ

r) ≤ H(Xδ) .

が成り立つ。

(b). Sが“カントル的”なら、十分に大きなKに対し、

R(D∗
r(1)δ

r) ≥ H(Xδ)− logC(K)−K2rD∗
r(1) .

がなりたつ。

証明:

(a). 定理 1の不等式:R(D) ≤ Rδ((D
1/r − δD∗

r(1)
1/r)r) にD =

δrD∗
r(1) と代入すると、

R(D) ≤ Rδ(0) ≤ H(Xδ) ,

が得られる。
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(b). 定理 1の不等式:Rδ((D
1/r + δD∗

r(1)
1/r)r) ≤ R(D) に D =

δrD∗
r(1) と代入すると、

Rδ(2
rδrD∗

r(1)) ≤ R(D) .

をうる。Rδ(2
rδrD∗

r(1))に対する双対表現をもちいる。S

が“カントル的”なら、十分大きなKに対し、sの値とし
て −Kδ−rを用い、さらに、λs,xδとして、

λs,xδ =
1

C(K)µδ(xδ)
.

を用いると、”カントル的”であるということの定義より
任意の δ > 0 および任意の y ∈ Rkに対して、

∑
xδ∈Λδ

λs,xδµδ(xδ)e
sd(xδ,y) ≤ 1 ,

が成り立つ。従って、双対表現より、

R(D) ≥ −K2rD∗
r(1) +H(Xδ)− logC(K) (10)

をうる。2
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4 レートひずみ次元

ρ(µ)
def
=

H∞(µ∗)

Eµ∗[− logαb1]
(11)

ただし、 Eµ∗[− logαb1] = −∑m
i=1 µ(Si) logαi。（対数期待圧

縮率）
特に, 自己相似測度に対しては、

ρ(µ) =
∑m
i=1 pi log pi∑m
i=1 pi logαi

.

定理 3 S上定常 ∗かつエルゴート ∗的確率測度µに対して、S
が”カントル的”なら、

lim
D→0

−rR(D)

logD

 = ρ(µ) .

が成り立つ。
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証明: − log δ = −1
r logD + 1

r logD
∗
r(1)が成り立つので

lim
δ→0

H(Xδ)

− log δ
= ρ(µ) . (12)

を示すだけでよい。

補題 2 Z1, . . . , Zn, . . .を有限アルファベットに値をとるエル
ゴート的、定常過程とする。Na = inf{n :

∑n
j=1Zj ≥ a} とす

ると、

lim
a→∞

1

a
H(Z1, . . . , ZNa) = H∞(Z)/E(Z1) , (13)

が成り立つ。ただし、

H∞(Z) = lim
n→∞

1

n
H(Z1, . . . , Zn) = H(Z1|Z0

−∞) ,

はこの過程のエントロピーレートである。

この定理を適用するには Zi として − logαbi をとり、a =

− log δ H(Xδ) = H(Z1, . . . , ZNa) に注意する。
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レートひずみ次元:

定理 4

sup
µ∗stationary


H∞(µ∗)

Eµ∗(− logαb1)

 = d∗

ただし、d∗はSのHausdorff-Besicovitch 次元である。ρ(µ) =
d∗ が成り立つような唯一の確率測度µ はパラメータがpi =

αd∗
i の自己相似測度である。

この事実より、Sの自己相似次元（rate distortion dimen-

sion）を

sup
µ(S)=1

lim sup
D→0

−rR(D)

logD

 ,

と定義するのが適当である。

論文では Kolmogorovのメトリック次元Zadorの量子化次元
との関係について論じ、この定義がある意味でもっとも本質
的な集合の次元の定義であることを明らかにしている。
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5 低レートに対するレートひずみとα-カントル測度

比較的低レートにおける下界
議論を二乗ひずみ d(x, y) = |x− y|2に限定する。
定理 5 d(x, y) = |x − y|2とし、y∗

def
= Eµ[X ]を D2(1) =

Eµ[d(X, y∗)]を達成する点とする。µ が y∗ (i.e. dµ(X− y∗) =

dµ(y∗ −X))のまわりで対称ならば、

R(D) ≥ D2(1)−D

2D∗
2(1)

. (14)

が成立する。

この補題を証明するには双対表現を次の補題の形に一般化
する。
補題 3

R(D) ≥ sup
s ≤ 0 λs(x) ≥ 0,

∀y, ∫ λs(x)e
sd(x,y)dµ(x) ≤ 1

{sD+
∫
log λs(x)dµ(x)} ,

ただし、sup は あらゆる非負の可測関数λsに関してとる。

• λs(x) = e−sd(x,y∗) と選択する。

• f (y)
def
= {∫

es[d(x,y)−d(x,y∗)]dµ(x)}が不等式 supy f (y) ≤ 1を
満足する範囲の s ≤ 0 について、下界 R(D) ≥ s{D −
D2(1)}が成り立つ。

• 上の定理の下界は、特に s = −1
2D∗

2(1)
のとき supy f (y) ≤ 1

が成り立つことを用いる。

• α-カントル測度について計算してみると、R(D) ≥ 2(D2(1)−
D)となる。
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α-カントル測度に特有の性質

補題 4 α-カントル測度について、
∫ 1

0
eω(x−y∗)dµ(x) =

∞∏
n=0

cosh(
1

2
(1− α)ωαn) ≤ e

ω2(1−α)
8(1+α) , (15)

かつ

D2(1) =
∫ 1

0
|x− y∗|2µ(dx) = D∗

2(1)
1− α

1 + α
. (16)

が成り立つ。

この補題を用いると、よりシャープな下界R(D) ≥ 4(D2(1)−
D) = 1

2 − 4D をうる。
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スカラー積符号により達成可能なレート:

スカラー積符号＝一般にレートが異なるスカラー量子化器の
直積

d(x, y) = | x− y |r, N-レベルのスカラー量子化器の最小期待
ひずみは

Dr(N) = min
over Q(·)with Nlevels

∫
| x−Q(x) |rdµ ,

と表され、レートはRr(N) = logN。各時刻 iにおける量子
化点数をNiとし、N = (N1, N2, . . . , Nn) とおく。平均レー
ト並びに平均ひずみは

RN,r =
1

n

n∑
i=1

logNi ,

かつ

DN,r =
1

n

n∑
i=1

Dr(Ni) .
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以下を仮定する

条件 1 N ≥ 2に対して、 Dr(N) は区間 (α, 1 − α)に量子化
点を配置しないときに達成される。

定理 6 α ≤ 1
3 と仮定する。また、条件1が成立するものとす

る。このとき

(RN,r, DN,r) ∈ {(l log 2, Dr(1)α
lr), l = 0, 1, . . .}の凸包.

が成り立つ。

条件 1はα = 1
3 は (カントル測度)およびN = 2lのときに

P.L.Zador,”Asymptotic Quantization Error of Continuous Sig-

nals and the Quantization Dimension,” IEEE Trans. Inform.

Theory, vol. IT-28, No.2,Part I,pp.139-149, March 1982, で証
明なしに述べられたものである。この条件は任意のα, 任意
の Nに対しては成立しない。論文では以下の補題を示して
ある。

補題 5 条件1 はα ≤ 2−
√
3 かつ r ≥ 2の範囲で成立する。
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