
２０１９年５月２０日（川端）

データ圧縮基礎資料
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7 レート歪み理論

7.1 歪を許容する符号化とレート歪み定理

本節では, 以下のような, 固定長の情報源符号化スキームを考える. 離散定常無記憶情報源に限
定する. 情報源アルファベット X（♯X < ∞）上に確率分布 pX(x), x ∈ X が与えられている. X
と再生アルファベット Y（♯Y < ∞）との間に歪み尺度 ρ(x, y), x ∈ X , y ∈ Y が定義されている.

確率遷移行列 (pY |X(y|x))を与えると, X × Y 上に同時確率 pX(x)pY |X(y|x) ならびに相互情報量

I(pX , pY |X)(= I(X;Y )) =
∑
x,y

pX(x)pY |X(y|x) log
pY |X(y|x)∑

x
′ pX(x′)pY |X(y|x′)

が定まる. D ≥ 0に対して,

R(D) = inf
pY |X :E[ρ(X,Y )]≤D

I(pX , pY |X)

を離散定常情報源Xn,pXn(xn) =
∏

l=1 pX(xl)のレート歪み関数と呼ぶ. n−ブロック符号器を

φn : X n → M = {1, . . . ,M},

n−ブロック復号器を
ψn : M = {1, . . . ,M} → Yn

と定義する. また, ブロック平均歪み ρ̄ : X n × Yn → [0,∞) を

ρ̄(xn, yn) =
1

n

n∑
l=1

ρ(xl, yl)

と定義する. 以上の設定のもとで, 次の定理が成り立つ.

定理 1 (レート歪み定理,歪みを許容する情報源符号化定理)

順定理 どんな δ > 0に対しても, ある n0 > 0より大きな nをとれば, 不等式

♯φn(X n) ≤ 2n(R(D)+δ)

および
E[ρ̄(Xn, ψn ◦ φn(X

n))] ≤ D + δ

を同時に満足する φn, ψnが存在する.

逆定理 どんな n > 0ならびにどんな φn, ψnに対しても不等式

♯φn(X n) ≤ 2nR̃

および
E[ρ̄(Xn, ψn ◦ φn(X

n))] ≤ D

を満たす R̃とDは不等式
R̃ ≤ R(D)

を満足していなければならない.
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7.2 レート歪み定理（逆定理の証明）

逆定理から先に証明する. まず,

補題 1 関数R(D)は単調減少かつ凸である.

証明:R(D)の定義より, D ↑なら, pY |X に対する条件が緩和, したがって inf ↓. 次に, R(D)の凸
性, すなわち λ̄ = 1− λと表すとき,

R(λD1 + λ̄D2) ≤ λR(D1) + λ̄R(D2)

をいう. p
(1)
Y |X , p

(2)
Y |X はそれぞれD1, D2に対するR(D1),R(D2)を達成するものとする.

p0Y |X = λp
(1)
Y |X + λ̄p

(2)
Y |X

とするとき, もし I(pX , pY |X)が pY |X について凸であること,

I(pX , p
0
Y |X) ≤ λI(pX , p

(1)
Y |X) + λ̄I(pX , p

(2)
Y |X)

がいえたなら, R(D)を定義する最小化の制約条件はDおよび pY |X に関する線形制約であるから,

R(λD1 + λ̄D2) ≤ I(pX , p
0
Y |X)

となり, 証明が終わる. そこで, 仮定した相互情報量の凸性であるが,

p
(i)
Y =

∑
x∈X

pX(x)p
(i)
Y |X(y|x)

とかくと log和不等式により,

∑
x,y

pX(x)p
(0)
Y |X(y|x) log

p
(0)
Y |X(y|x)

p
(0)
Y (y)

≤
∑
x,y

λpX(x)p
(1)
Y |X(y|x) log

λp
(1)
Y |X(y|x)

λp
(1)
Y (y)

+
∑
x,y

λ̄pX(x)p
(2)
Y |X(y|x) log

λ̄p
(2)
Y |X(y|x)

λ̄p
(2)
Y (y)

(1)

からいえている. 証明終

証明:(逆定理)まず Y n = ψn(φ(X
n))と定義しよう.

nR̃ ≥ H(Y n) (♯ψn(φn(X n)) ≤ ♯φn(X n) ≤ 2nR̃)

≥ I(Xn;Y n) (⋆)

= H(Xn)−H(Xn|Y n) (⋆)

=
∑n

l=1H(Xl)−
∑n

l=1H(Xl|X l−1, Y n) (無記憶性, チェインルール)

≥
∑n

l=1H(Xl)−
∑n

l=1H(Xl|Yl) (⋆)

=
∑n

l=1 I(Xl;Yl) (⋆)

≥
∑n

l=1R(E[ρ(Xl, Yl)]) (R(D)の定義)

≥ nR(E[ρ̄(Xn, Y n)]) (ρ̄の定義, R(D)の凸性)

≥ nR(D) (R(D)は ↓)

上記で (⋆)はエントロピー, 相互情報量の初等的性質を用いたことを示す. 証明終
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7.3 順定理の証明の準備

証明の前に, 定義, といくつか関連した補題を述べる.

定義 1 X × Y 上の確率分布 p(x, y)が与えられたとき, 次の４つの不等式

| − 1

n
log p(xn)−H(X) |< ε, | − 1

n
log p(xn)−H(Y ) |< ε

| − 1

n
log p(xn, yn)−H(X,Y ) |< ε, | ρ̄(xn, yn)− E[ρ(X,Y )] |< ε

を満足する対を ε-歪標準系列と呼び, その集合をA
(n)
ε,ρ とかく.

補題 2 (Xn, Y n) ∼
∏n

l=1 p(xl, yl)とするとき,

lim
n→∞

P ((Xn, Y n) ∈ A(n)
ε,ρ ) = 1.

□
証明:

P

(
(Xn, Y n) ̸∈ A(n)

ε,ρ

)
≤

P

(
| − 1

n
log p(xn)−H(X) |≥ ε

)
+ P

(
| − 1

n
log p(xn)−H(Y ) |≥ ε

)
+P

(
| − 1

n
log p(xn, yn)−H(X,Y ) |≥ ε

)
+ P

(
| ρ̄(xn, yn)− E[ρ(X,Y )] |≥ ε

)
右辺の各確率は大数の弱法則（チェビシェフの不等式）により σ2/(ε2n)と上界できる. ただし, σ2

は, 各々の場合,

− log p(Xl), − log p(Yl), − log p(Xl, Yl), ρ(Xl, Yl)

の分散である. nを十分大にとればそれらの和は任意に小さくできる. 証明終

補題 3 0 ≤ α, β ≤ 1および n ≥ 1 に対し, 不等式 (1− αβ)n ≤ 1− α+ e−βnが成り立つ. □

証明:(1− αβ)nは αについて凸関数であるから, α = 0,1,αの３点における値について不等式

(1− αβ)n ≤ (1− α)(1− β · 0)n + α(1− β · 1)n

が成立. 右辺の第２項については

α(1− β)n ≤ α · e−nβ ≤ e−nβ

が成立. 証明終
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7.4 レート歪み定理（順定理の証明）

符号器 φn, 復号器 ψn の構成法を与える. R(D)を達成する p(y|x)を用いて, p(x)との同時分
布から Yn に関する周辺確率分布 p(yn) =

∑
xn∈Xn p(xn)p(yn|xn) を求め, これに従って独立に

M := 2nR̂本の再生ベクトル yn(i),1 ≤ i ≤ M を発生させる. その集合を C := {yn(i), 1 ≤ i ≤ M}
とかく.

I(xn) :=
{
i : (xn, yn(i)) ∈ A(n)

ε,ρ

}
とするとき,

φn(x
n) :=

{
mini∈I(xn) i if I(xn) ̸= ϕ

1 otherwise

と定義し, さらに ψn(i) := yn(i)と定義する. こうすると, I(xn) ̸= ϕであれば, ψn(φn(x
n)) ∈ A

(n)
ε,ρ

だから

E

[
ρ̄

(
Xn, ψn(φn(X

n))

)]
≤ P

(
I(Xn) ̸= ϕ

)(
E[ρ(X,Y )] + ε

)
+ P

(
I(Xn) = ϕ

)
max
x,y

ρ(x, y)

が成立する. Pe := P

(
I(Xn) = ϕ

)
と置き, 両辺の Cについての期待値をとると, さらに

EC

[
E[ρ̄(Xn, ψn(φn(X

n))]

]
≤ D + ε+max

x,y
ρ(x, y)EC [Pe]

となる. 以下EC [Pe]を評価する.

EC [Pe] = EC

[∑
xn

p(xn)
M∏
i=1

1

{
(xn, Y n(i)) ̸∈ A(n)

ε,ρ

}]

≤
∑
xn

p(xn)

(
1−

∑
yn
p(yn)1

{
(xn, yn) ∈ A(n)

ε,ρ

})M

(2)

さて, (xn, yn) ∈ A
(n)
ε,ρ ならば, 不等式

p(yn) =
p(yn)p(xn)p(yn|xn)

p(xn, yn)

≥ 2−n(H(X)+ε) · 2−n(H(Y )+ε) · 2n(H(X,Y )−ε)p(yn|xn)
≥ 2−n(I(X;Y )+3ε)p(yn|xn)
= 2−n(R(D)+3ε)p(yn|xn)

が定義より導ける. これを用いると, 式 (2)はさらに

EC [Pe] ≤
∑
xn

p(xn)

(
1− 2−n(R(D)+3ε)

∑
yn
p(yn|xn)1

{
(xn, yn) ∈ A(n)

ε,ρ

})M

≤
∑
xn

p(xn)

(
1−

∑
yn
p(yn|xn)1

{
(xn, yn) ∈ A(n)

ε,ρ

}
+ exp{−2n(R̂−R(D)−3ε)}

)
≤ ε+ exp{−2n(R̂−R(D)−3ε)}

のように上界できる. ただし, 第２の不等式で補題 3を用い, 最後の不等式では, A
(n)
ε,ρ の定義を用

いた. ここで R̂ > R(D) + 3εととりさえすれば, EC [Pe] は十分小にできるので, 定理がほぼ成立
することが理解できる. 詳しくは, 形式的に定理を完成すればよい. 証明終
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