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4 エントロピーおよび関連する情報量

4.1 エントロピー, ダイバージェンス, 相互情報量

本節以下では, X は離散集合とする. 有限集合であればことわる. 確率変数 (X,Y )のエントロ
ピーH((X,Y ))をH(X,Y )と略記し確率変数Xと Y の同時エントロピーと定義する. H(X,Y ) =

H(Y,X)が成り立つ. H(X,Y )−H(X) をH(Y |X) と書いて, Xに関する Y の条件付きエントロ
ピーいう. H(X) = −E log p(X) およびH(X,Y ) = −E log p(X,Y )からH(Y |X)に対する別表
現H(Y |X) = −E log p(Y |X)が得られる．
次に I(X,Y )を H(Y ) − H(Y |X)と定義する. これを X と Y の相互情報量という. これは

I(X,Y ) = H(Y ) +H(X)−H(X,Y ) とも書ける. 即ちX と Y について対称な量である. また

I(X,Y ) = E log
p(X,Y )

p(X)p(Y )

なる表現も得られる．
さて，X 上の確率分布 pと qについて

D(p||q) :=
∑
x∈X

p(x) log
p(x)

q(x)

を qに関する pのKullback-Leiberのダイバージェンス (KL分離度)という.

これについて以下の定理が成り立つ.

定理 1

D(p||q) ≥ 0,

ただし, 等号は p = qのときのみ成立.

証明：

D(p||q) =
∑
x∈X

p(x) log
p(x)

q(x)

≥
∑

x:p(x)>0

p(x)
1

ln 2
(1− q(x)

p(x)
)

=
1

ln 2
(

∑
x:p(x)>0

p(x)−
∑

x:p(x)>0

q(x))

≥ 0

等号成立条件は容易にチェックできる. 証明終わり.

エントロピーは確率分布の上に凸な関数であるがKL分離度はその接触変換 1 になっており，非
負性はそのことからもいえる．

1一般に，上に凸な関数 f : Rk → Rに対して，グラフ y = f(x)を考えると，定義域における点 x0 における接触面
の方程式は y = f(x0) + (x− x0) · ∇f(x0) となる．従って，後者引く前者 (x0 における f(x)の接触変換)について不
等式 (x− x0) · ∇f(x0)− (f(x)− f(x0)) ≥ 0（，但し等号は x = x0 のときのみ）が成り立つ．従って，H(p)の qに
おける接触変換は∇H(q) = log(1/q)− (log e)1に注意すると (p−q) · (log 1

q
− (log e)1)+H(q)−H(p) =: D(p||q)

となる．

8



分布空間を X × Y にもつ二つの確率分布 p(x, y), q(x, y) := p(x)p(y)について,

D(p||q) =
∑

x,y∈X×Y
p(x, y) log

p(x, y)

p(x)p(y)

= H(X) +H(Y )−H(X,Y )

= I(X;Y )

が成り立つ. 従って, I(X;Y ) ≥ 0 が成り立つ. また等号成立条件は p(x, y) = p(x)p(y), 即ちX,Y

が独立な確率変数のときそのときのみである.

X 上のD(p||q)について, q(x) = (1/♯X ) と置くと, D(p||q) = log ♯X −H(X)となる. 従って,

log ♯X −H(X) ≥ 0が成り立つ. さらに等号は p(x) = (1/♯X )の場合だけである.

さて,

H(X|Y ) =
∑
x

p(x)
∑
y

p(y|x) log 1

p(y|x)

であるが, 内側の和はエントロピーであるから非負かつ上から log ♯Y で上界されている. 従ってそ
の平均も同様. まとめると

0 ≤ H(X|Y ) ≤ log ♯Y

4.2 条件付相互情報量

２つの確率変数 Y, Z の確率変数X に関する条件付同時分布を考える. 今X = xの条件で Y と
Z は相互情報量を有するが, これを I(Y ;Z|X = x)と書くことにしよう. 別な表現は

D(pY Z|X(·, ·|X = x)||pY |X(·|X = x)pZ|X(·|X = x))

である.

定義 1

I(Y ;Z|X) =
∑
x

pX(x)I(Y ;Z|X = x)

をX に関する Y と Z の相互情報量という.

これは明らかに非負の量である.

定理 2

I(Y ;Z|X) ≥ 0 (1)

次のような変形がある.

定理 3

I(Y ;Z|X) = E log
p(Y,Z|X)

p(Y |X)p(Z|X)

= −H(Y, Z|X) +H(Y |X) +H(Z|X)

= H(Y |X)−H(Y |Z,X)

= H(Z|X)−H(Z|Y,X)
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